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第 1章 线性方程组

矩阵的初等行变换

阶梯形矩阵，简化阶梯形矩阵

Guass-Jordan算法,无解/有唯一解/有无数解
数域, Q,R,C

例题

1. 证明任意一个矩阵都可以经过一系列初等行变换化为 (简化)阶梯形矩阵.
解对行数 s进行数学归纳：s = 1显然成立，假设 s = k时成立,而当 s = k + 1时,

1. 若 a11 ̸= 0,使用初等行变换，将 a21, · · · , ak+1,1 化为 0，对右下的子矩阵使用归纳假设即可；
2. 若 a11 = 0, ai1 ̸= 0,交换 1行和 i行，即化为情况 1;
3. 若第一列均为零，则对右下 k行的子矩阵使用归纳假设即可;
所以对于阶梯形，结论成立。而简化阶梯形只需在阶梯形基础上再做若干次初等行变换即可。

2. 解如下线性方程组 

x1 + x2 + · · ·+ xn = 1

x2 + x3 + · · ·+ xn+1 = 2

x3 + x4 + · · ·+ xn+2 = 3

...

xn+1 + xn+2 + · · ·+ x2n = n+ 1

解相邻两式相减;注意到 xn+2, xn+3, · · · , x2n 是自由变量即可

3. 解如下线性方程组 

x1 + 2x2 + · · ·+ (n− 1)xn−1 + nxn = b1

nx1 + x2 + · · ·+ (n− 2)xn−1 + (n− 1)xn = b2

(n− 1)x1 + nx2 + · · ·+ (n− 3)xn−1 + (n− 2)xn = b3

...

2x1 + 3x2 + · · ·+ nxn−1 + xn = bn

其中 b1, · · · bn 为给定常数
解各式相加;相邻两项相减



第 2章 行列式

2.1 n元排列

逆序数

奇/偶排列

例题

1. 设 1, 2, · · · , n的 n元排列 a1a2 · · · akb1b2 · · · bn−k 有

τ(a1a2 · · · ak) = τ(b1b2 · · · bn−k) = 0

那么 τ(a1a2 · · · akb1b2 · · · bn−k)是多少？n, k, a1, · · · , ak, b1, · · · , bn−k均已知, τ(a1a2 · · · ak)表示排列a1a2 · · · ak
的逆序数.
解
∑k

i=1 ai −
k(k+1)

2 ,答案不唯一

2. 说明 n(n>1)元排列中，奇偶排列各占一半
解任意两位置的对换，建立了奇排列和偶排列间的一一对应

3. (1) 若 τ(a1a2 · · · an) = r,那么 τ(anan−1 · · · a1)是多少？
解 n(n−1)

2 − r

(2) 计算所有 n元排列的逆序数之和
解在上一问的基础上，将所有排列分为 n!

2 组；

2.2 n阶行列式的定义

detA =
∑

j1j2···jn

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1a2j2 · · · anjn

=
∑

i1i2···in

(−1)τ(i1i2···in)ai11ai22 · · · ainn

注如何从上一行定义，导出下一行定义？见课本[1]24-25页



2.3 行列式的性质

例题

1. 下列行列式是 x的几次多项式,求出 x4 项和 x3 项的系数∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5x x 1 x

1 x 1 −x

3 2 x 1

3 1 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解按照定义讨论,或者按某行/列展开；四次多项式；5x4,−2x3

2. 计算下列行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an

b2 1 0 · · · 0

b3 0 1 · · · 0
...

...
...

...
bn 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解箭形行列式，利用定义；a1 − a2b2 − a3b3 − · · · anbn

2.3 行列式的性质

例题

计算下列行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − a1 x2 x3 · · · xn

x1 x2 − a2 x3 · · · xn

x1 x2 x3 − a3 · · · xn

...
...

...
...

x1 x2 x3 · · · xn − an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
其中 ai ̸= 0, i = 1, · · · , n.
解 (−1)na1a2 · · · an

(
1− x1

a1
− · · · − xn

an

)
1. 第一行的 −1倍加到 2到 n行,化为箭形矩阵行列式;
2. 非对角元素补上减去 0，每列拆分为两列, 2n 个行列式中经有 n+ 1个非零;
3. 和方法二类似，但只对第一列拆分,找到 n阶结果和 n− 1阶结果的关系;

3



2.4 行列式按一行 (列)展开

2.4 行列式按一行 (列)展开

余子式,代数余子式
Vandermonde行列式 (行列式的递推)

注按行展开如何从行列式定义推导？

例题

1. 计算下列行列式
(1) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2a a2 0 0 · · · 0 0 0

1 2a a2 0 · · · 0 0 0

0 1 2a a2 · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · 1 2a a2

0 0 0 0 · · · 0 1 2a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解递推;Sn = 2aSn−1 − a2Sn−2, Sn = (n+ 1)an

(2) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b ab 0 0 · · · 0 0 0

1 a+ b ab 0 · · · 0 0 0

0 1 a+ b ab · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · 1 a+ b ab

0 0 0 0 · · · 0 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解递推；Sn = (a+ b)Sn−1 − abSn−2,若 a = b,则化为上一小问；若 a ̸= b, Sn = an+1−bn+1

a−b

(3) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b 0 0 · · · 0 0 0

c a b 0 · · · 0 0 0

0 c a b · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · c a b

0 0 0 0 · · · 0 c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解递推

Sn =

{
(n+ 1)

(
a
2

)n
a2 = 4bc

xn+1
1 −xn+1

2

x1−x2
a2 ̸= 4bc

4



2.5 Cramer法则

其中 x1, x2 是 x2 − ax+ bc = 0的两个根。

2. 计算如下行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1

x1 x2 · · · xn−1 xn

x2
1 x2

2 · · · x2
n−1 x2

n

...
...

...
...

xn−2
1 xn−2

2 · · · xn−2
n−1 xn−2

n

xn
1 xn

2 · · · xn
n−1 xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解考虑如下的 n+ 1阶 Vandermonde行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1 1

x1 x2 · · · xn−1 xn x

x2
1 x2

2 · · · x2
n−1 x2

n x2

...
...

...
...

...
xn−2
1 xn−2

2 · · · xn−2
n−1 xn−2

n xn−2

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n−1 xn−1

n xn−1

xn
1 xn

2 · · · xn
n−1 xn

n xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
所需计算的行列式，即是该 Vandermonde 行列式（按最后一列展开）的 xn−1 项系数的相反数。结果为

(x1 + x2 + · · ·+ xn)Πi<j(xj − xi).

2.5 Cramer法则

例题

1. 对于线性方程组 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

其中

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

 B1 =


b1 a12 · · · a1n

b2 a22 · · · a2n
...

...
...

bn an2 · · · ann

 . . . Bn =


a11 a12 · · · b1

a21 a22 · · · b2
...

...
...

an1 an2 · · · bn


证明:

a. 当 detA ̸= 0时，方程组有唯一解；
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2.6 行列式按多行展开

b. 当 detA ̸= 0时，方程组的唯一解为

xi =
detBi

detA
, i = 1, 2, · · · , n.

2.6 行列式按多行展开

例题

1. 证明
(detA)(detB) = detC

其中

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

 B =


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bn1 bn2 · · · bnn

 C =


c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

...
...

cn1 cn2 · · · cnn

 cij =

n∑
k=1

aikbkj

提示，考虑如下 2n阶矩阵 

a11 a12 · · · a1n 0 0 · · · 0

a21 a22 · · · a2n 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann 0 0 · · · 0

−1 0 · · · 0 b11 b12 · · · b1n

0 −1 · · · 0 b21 b22 · · · b2n
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · −1 bn1 bn2 · · · bnn


解通过初等行变换，将其变为 

0 0 · · · 0 c11 c12 · · · c1n

0 0 · · · 0 c21 c22 · · · c2n
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 cn1 cn2 · · · cnn

−1 0 · · · 0 b11 b12 · · · b1n

0 −1 · · · 0 b21 b22 · · · b2n
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · −1 bn1 bn2 · · · bnn


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第 3章 n维向量空间

3.1 Kn及其子空间

Kn 的定义 (有限维线性空间的典例)
子空间

线性表出（求解线性方程组的另一个角度)

3.2 线性相关/无关

原向量组线性相关/无关，部分组如何？
部分组线性相关/无关，该向量组如何？
原向量组线性相关/无关，延伸组/缩短组如何?

例题

1. 设数域K 上m× n矩阵 H 的列向量组为 α1, α2, · · · , αn. 证明：H 的任意 s列 (s ≤ min{m,n})都线性无
关当且仅当，Hx = 0的任意非零解的非零分量大于 s

解必要性,考虑其逆否命题；充分性，考虑其逆否命题.

3.3 极大线性无关组，向量组的秩

向量组的等价

极大线性无关组: 向量组及其极大线性无关组等价
向量组的秩: 向量组的极大线性无关组的向量数目相同
如果向量组 I可以由向量组 II线性表出，则二者的秩有大小关系

例题

1. 设数域K 上 s× n矩阵 (s ≤ n)

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

as1 as2 · · · asn


满足

2|aii| >
n∑

j=1

|aij |, i = 1, . . . , s

证明：A的行向量的组的秩等于 s.
解考虑 A的前 s行和列组成的子矩阵,严格对角占优,列秩为 s,行列式不为零,所以行秩也为 s. 或者直接
利用矩阵的三秩合一



3.4 基,维数

2. 证明两个向量组等价的充要条件是：秩相等且其中一个向量组可以被另一个线性表出。
解必要性显然;充分性,考虑这两个的极大线性无关组 I和 II，两个向量组数目均是 r，而且 I可以被 II线
性表出,只需要证明 II也可以被 I线性表出即可。任取 II中的向量，放到 I中，此向量组 r+ 1各元素，但

是可以被 II(r个元素)线性表出，所以 r + 1个元素线性相关，II中任意向量均可以被 I线性表出

3. 设向量组 α1, α2, · · · , αs的秩为 r,在其中任取m个向量 αi1 , αi2 , · · · , αim ,证明此向量组的秩 ≥ r +m− s.
解原向量组 s个向量分为两类：r个极大线性无关组中的元素，s− r个可以被线性表出的元素. 任意取的
m个向量中，取在前面极大线性无关组中的，至少有m− (s− r)个，即有这么多向量线性无关.

4. 设向量组 α1, α2, · · · , αs; β1, β2, · · · , βt; α1, α2, · · · , αs, β1, · · · , βt 的秩分别为 r1, r2, r3. 证明

max(r1, r2) ≤ r3 ≤ r1 + r2

解取各自的极大线性无关组放在一起

3.4 基,维数

基

维数

3.5 矩阵的秩

行秩等于列秩，即为矩阵的秩；如何说明？

任意非零矩阵的秩等于其非零子式的最高阶数;如何说明？

例题

1. 证明:

rank

(
A C

0 B

)
≥ rank(A) + rank(B).

解

(a) 从非零子式上考虑：分别取 A，B对应的最高阶非零子式对应的行列，构成一个新的非零子式;
(b) 从行空间上考虑：分别取 A，B行空间的极大线性无关组,然后考虑对应延伸组，这两组线性无关.

2. 证明：如果m× n矩阵 A的秩为 r,则它的任意 s行组成的子矩阵，秩不小于 r + s−m.
解从行空间的角度，或者非零子式

8



3.6 线性方程组有解的充要条件

3.6 线性方程组有解的充要条件

系数矩阵和增广矩阵有相同的秩

3.7 齐次/非齐次线性方程组的解

齐次/非齐次线性方程组的解集是一个子空间/陪集

例题

1. 用行列式给出三点 (xi, yi), i = 1, 2, 3,不在一条直线上的充要条件

解考虑直线方程 Ax+By + C = 0,联立无解;考虑向量不共线;

2. 给出通过不在一条直线上三点 (xi, yi), i = 1, 2, 3,的圆的方程

解考虑圆的表达式 x2 + y2 +Ax+By + C = 0,带入这三点,这是关于 A,B,C 的线性方程组,求解后带回
方程即可;或者考虑 D(x2 + y2) +Ax+By + C = 0, D ̸= 0,

x2 + y2 x y 1

x2
1 + y21 x1 y1 1

x2
2 + y22 x2 y2 1

x2
3 + y23 x3 y3 1



D

A

B

C

 = 0

有非零解且 D ̸= 0.

3. 证明: 通过有理数坐标的三点的圆，其圆心坐标也是有理数
解数域封闭性,求解线性方程组只在此数域中

4. 求三个平面
aix+ biy + ciz + di = 0, i = 1, 2, 3

通过一条直线但是不合并为一个平面的充分必要条件.
解对应非齐次线性方程组的解空间维数为 1. 即系数/增广矩阵秩为 2
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第 4章 矩阵

4.1 矩阵的运算和特殊矩阵

相同行列数目的矩阵全体在加法和数乘下构成线性空间

矩阵的乘法 (线性映射的复合,有限维线性映射的典型)

例题

1. (矩阵的幂次)
(a)

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0


n×n

计算 Am,其中m为正整数.

(b)

J =



x 1 0 · · · 0

0 x 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · x


n×n

计算 Jm,其中m为正整数.

2. 证明:反对称矩阵的秩为偶数
解取行向量组的极大线性无关组，记为 i1, i2, · · · , ir 行,考虑这些行列组成的子矩阵,行列式不为零,且反
对称，故 r为偶数.

4.2 矩阵相乘的秩与行列式

rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}
实数域上，rank(ATA) = rank(A)

Binet-Cauchy公式



4.3 可逆矩阵

例题

1. 举例说明，对于复矩阵 A,有可能 rank(ATA) ̸= rank(A)

2. 证明，对于实数域上的任意 s× n矩阵 A,都有 rank(AATA) = rank(A)

3. 设 A,B分别是数域K 上的 s× n, n×m矩阵，证明：如果 rank(AB) = rank(B),那么对于任意的数域K

上的m× r的矩阵 C,都有
rank(ABC) = rank(BC).

解注意到 ABx = 0和 Bx = 0同解,证明 ABCx = 0和 BCx = 0同解即可.

4. 计算如下矩阵的行列式

A =


cos(α1 − β1) cos(α1 − β2) · · · cos(α1 − βn)

cos(α2 − β1) cos(α2 − β2) · · · cos(α2 − βn)
...

...
...

cos(αn − β1) cos(αn − β2) · · · cos(αn − βn)


解 cos(αi − βj) = cos(αi) cos(βj) + sin(αi) sin(βj),然后使用 Binet-Cauchy公式; n ≥ 2时为 0，其他时候计
算可得.

4.3 可逆矩阵

detA ̸= 0是方阵 A可逆的充分必要条件

可逆矩阵可以表示为若干初等矩阵的乘积

例题

1. (不可约对角占有矩阵)求如下矩阵的逆矩阵

A =



2 −1

−1 2 −1

−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1

−1 2


n×n
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4.4 分块矩阵

解 计算伴随矩阵即可; 注意到, 伴随矩阵对称, 而且当 i ≥ j 时, Aij = Sn−iSj−1 = (n − i + 1)j, 其中
Sk = k + 1表示 k阶和 A同类型矩阵的行列式.

2. (AB 和 BA的非零谱相同) A,B 分别为 n×m和m× n的矩阵

(a). 证明,若 In −AB 可逆，则 Im −BA也可逆.
解验证 (Im −BA)−1 = Im +B(In −AB)−1A

(b). 证明 λm det(λIn −AB) = λn det(λIm −BA)

解考虑分块矩阵 [
λIn A

B Im

]
使用初等行/列变换，计算其行列式

4.4 分块矩阵

例题

1. (矩阵的 LU分解)证明:如果 A的所有顺序主子式不等于零，则存在可逆的下三角矩阵 L,使得 LA是上三

角矩阵

解考虑 Gauss消去，使用初等变换将矩阵化为阶梯型的过程. 使用数学归纳法,和分块矩阵的记号说明.

4.5 正交矩阵和欧氏空间

正交矩阵的定义和性质 (实数域)
欧氏空间的内积 (对称正定的双线性函数)
Schmidt正交化

例题

1. (矩阵的 QR分解)证明:可逆矩阵 A,可以唯一分解为正交矩阵 Q与主对角元都是正数的上三角矩阵 R的

乘积
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4.6 线性映射

解存在性可以通过 Householder变换，Givens变换或者 Schimidt正交化来说明;唯一性，注意到上三角的
正交矩阵为主对角元为 ±1的对角矩阵;

2. A是 s× n的实矩阵,说明 AT 的像空间和 A的核空间正交,即在两空间中各自任意取一个向量，内积均为
零

3. (最小二乘) A是m× n的实矩阵, m > n, b ∈ Rn,如果存在 x0 使得，对于任意的 x ∈ Rn,

|Ax0 − b|2 ≤ |Ax− b|2

则称 x0 是 Ax = b的最小二乘解. 证明 x0 是最小二乘解，当且仅当 x0 是如下线性方程组的解

ATAx = AT b

解转化为无约束二次优化问题,求梯度可得必要性,充分性可以求 Hessian,利用函数的凸性;或者利用扰动
说明充分性,

|Ax0 − b|2 ≤ |A(x0 + ty)− b|2

即 t2(yTATAy) + 2tyT (ATAx0 −AT b) ≥ 0.

4.6 线性映射

dim(kerA) + dim(ImA) = dim(Kn)

例题

1. 设 S 是一个有限集合,映射 f : S → S,证明: f 为单射和 f 为满射互相等价.
解 |f(S)| = |S|

2. 上一题结论在 S 不是有限集合的时候成立么？若成立，请证明；不成立给出反例

3. 设 V 是一个有限维线性空间,线性映射 L : V → V ,证明: L为单射和 L为满射互相等价.
解映射的线性，保证了 L(V )也是一个线性空间. 考虑 V 的一组基 α1, . . . , αn,以及 Lα1, . . . , Lαn,

1. 若 L为单射,则 Lαi 也有 n个,其线性无关. 所以 dimL(V ) = n,L(V ) = V ,所以是满射.
2. 若 L为满射, dimL(V ) = n,注意到 Lα1, . . . , Lαn 张成 L(V ), n ≤ rank({Lα1, . . . , Lαn}) ≤ n,故 Lαi

线性无关，故 L为单射
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第 5章 矩阵相抵和相似

5.1 矩阵相抵

如果矩阵 A可以通过初等行/列变换为矩阵 B,则称 A,B 相抵

矩阵相抵是Mm×n(K)上的一个等价关系

Mm×n(K)中的两矩阵相抵当且秩相等

例题

1. 设 A,B,C 分别是数域 K 上 s× n, p×m, s×m矩阵,证明矩阵方程 AX − Y B = C 有解的充分必要条件

是

rank

[
A 0

0 B

]
= rank

[
A C

0 B

]

解 必要性将 C = AX − Y B 代入即可; 充分性, 假设 rank(A) = a, rank(B) = b, 则存在可逆矩阵
Pa, Qa, Pb, Qb,使得

PaAQa =

[
Ia 0

0 0

]
, PbBQb =

[
Ib 0

0 0

]
所以

[
Pa

Pb

][
A C

0 B

][
Qa

Qb

]
=


Ia 0 C11 C12

0 0 C21 C22

0 0 Ib 0

0 0 0 0


其中

PaCQb =

[
C11 C12

C21 C22

]
由已知条件, C22 = 0. 所以

I −C11

I −C21

I

I


[
Pa

Pb

][
A C

0 B

][
Qa

Qb

]
I −C12

I

I

I

 =


Ia 0 0 0

0 0 0 0

0 0 Ib 0

0 0 0 0


注意右上角的分块计算结果为 0,整理即可获得原矩阵方程的解.



5.2 广义逆矩阵

5.2 广义逆矩阵

(矩阵相抵标准型的应用)如果 A的相抵标准型为

A = P

[
Ir 0

0 0

]
Q

其中 P,Q分别是 s, n级可逆矩阵,那么矩阵方程 AXA = A通解为

X = Q−1

[
Ir B

C D

]
P−1

其中 B,C,D分别是任意的 r × (s− r), (n− r)× r, (n− r)× (s− r)矩阵. 证明?
非齐次线性方程组 AX = β 的通解为 X = A−β,其中 A− 是 A的任意一个广义逆. 证明?

例题

1. (广义逆的一个充分必要条件)设 A,B 分别是数域K 上的 s× n, n× s的矩阵

(a) 证明 rank(A−ABA) = rank(A) + rank(I −BA)− n

解 Sylvester不等式,考虑等式成立的条件

(b) 证明 B 是 A的一个广义逆的充分必要条件是 rank(A) + rank(I −BA) = n.

2. (两两正交的幂等矩阵的充分必要条件)设 A1, A2, · · · , As 都是数域K 上的 n级矩阵

(a) 令 D = diag{A1, A2, · · · , As}, E = (In, In, · · · , In︸ ︷︷ ︸
s个

). 证明:A1, A2, · · · , As 都是幂等矩阵，且 AiAj =

0(当 i ̸= j)的充分必要条件是 ETE 是 D的一个广义逆.
解验证 DETED = D

(b) 令 A =
∑s

i=1 Ai,证明:A1, A2, · · · , As 都是幂等矩阵，且 AiAj = 0(当 i ̸= j)的充分必要条件是 A是

幂等矩阵，且 rank(A) =
∑s

i=1 rank(Ai).
解使用第一题的结论，验证 ETE是D的一个广义逆. 其中 rank(I −ETED) = n(s− 1)+ rank(In −
A)(使用初等变换化为块对角).

5.3 矩阵的相似和对角化

相似矩阵有相同的行列式，秩，迹，特征多项式，特征值

n级矩阵可对角化的充分必要条件是有 n个线性无关的特征向量

如何求矩阵的所有线性无关的特征向量?
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5.4 实对称矩阵的对角化

例题

1. (Frobenius矩阵)复数域上的矩阵

A =



0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0 1

−a0 −a1 −a1 · · · −an−2 −an−1


A是否可以对角化?若是求它的所有特征值和特征向量,若否说明原因.
解特征多项式为 λn + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0,设其 n个根为 λi注意到 rank(λiI −A) = n− 1. 故 A可

对角化当且仅当特征多项式无重根.

5.4 实对称矩阵的对角化

实对称矩阵在实数域上有特征值

实对称矩阵一定正交相似于对角矩阵

例题

1. (复 Schur分解)定义 UH 表示矩阵的共轭转置,若 UHU = I ,则称方阵 U 为酉矩阵. 证明对任意的复数方
阵 A,存在酉矩阵 U，使得 UHAU 为上三角矩阵.

2. (实 Schur分解)证明，对任意的实数方阵,存在实正交矩阵 U，使得 UTAU 为分块上三角矩阵,形如
T11 T12 · · · T1r

T22 · · · T2r

. . .
...

Trr


其中 Tii 为 1阶或 2阶矩阵,且当是 2阶矩阵，其特征值是一对共轭复根.
解若 λ为 A的实特征值，取其实特征向量即可,做法相同；若 λ = ω+ iµ为复特征值 (µ ̸= 0),取其复特征
向量 x = u+ iv,则

A[u, v] = [u, v]

[
ω µ

−µ ω

]

且 u和 v线性无关 (首先 v ̸= 0,否则 iµu = 0;其次假设 u = kv,k为实数,则可推出 (1 + k2)µ = 0矛盾),取
QR分解,

Q[u, v] =

[
R

0

]
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5.5 二次型和矩阵合同

QAQT

[
R

0

]
=

[
R

0

][
ω µ

−µ ω

]

由于 u, v的线性无关，所以 R非奇异,

QAQT =

[
T ∗
0 ∗

]

其中 T = R

[
ω µ

−µ ω

]
R−1.

5.5 二次型和矩阵合同

数域K 上的任一对称矩阵都合同于一个对角矩阵 (合同标准形)
合同标准形并不唯一;实对称矩阵的规范形是唯一的 (惯性定律);复对称矩阵呢?
n阶实对称矩阵是正定的，当且仅当正惯性指数为 n/特征值全大于 0/所有顺序主子式大于 0

例题

1. 设实二次型
f(x1, · · · , xn) = l21 + · · ·+ l2s − l2s+1 − · · · − l2s+u

其中 li 是 x1, · · · , xn 的一次齐次多项式. 证明 f 的正惯性指数 p ≤ s,负惯性指数 q ≤ u.
解仿照惯性定律的证明方式

2. (复对称矩阵的合同)证明,复对称矩阵 A,B 合同的充分必要条件是 rank(A) = rank(B).
解由于A,B相抵,必要性得证；充分性，只需证明A合同于diag{Ir, 0},其中 rank(A) = r. 首先,A可以通过
可逆矩阵C1,合同对角化于对角矩阵diag{d1, · · · , dr, 0, · · · , 0},然后令C2 = diag{

√
d1, · · · ,

√
dr, 1, · · · , 1},

故 A可以通过 C−1
2 C1,合同于 diag{Ir, 0}.

3. 证明,如果 A,B 都是 n级正定矩阵，那么 AB 是正定矩阵的充要条件是 AB = BA.
解必要性，由AB的对称性可知;充分性，AB = BA则意味着这两个正定矩阵可以同时对角化,具体的，存
在正交矩阵T ,使得A = TTΛT ,其中Λ = diag{λ1, · · · , λ1︸ ︷︷ ︸

n1个

, λ2, · · · , λ2︸ ︷︷ ︸
n2个

, · · ·λk, · · · , λk︸ ︷︷ ︸
nk个

},n1+n2+· · ·+nk = n,

故 TTΛTB = BTTΛT , 即 ΛTBTT = TBTTΛ, 故 TBTT 是块对角矩阵, 形如 diag{B1, · · · , Bk}, 其中 Bi

是 ni 级的对称方阵. 所以存在 ni × ni 的正交矩阵 Ti,使得

TT
i BiTi = diag{ λi, · · · , λi︸ ︷︷ ︸

ni个

}
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5.5 二次型和矩阵合同

所以 S = diag{T1, · · · , Tk}T 使得 A,B 同时对角化.

4. (Hadamard不等式)
(a) 证明: 如果 A是 n级正定矩阵, B ̸= 0是 n级半正定矩阵,那么

|A+B| > max{|A|, |B|}

解 存在可逆矩阵 C, 使得 CTAC = I, CTBC = D = diag{λ1, · · · , λn}, λi ≥ 0. |A + B| =

|C−T ||C−1|(1 + λ1) · · · (1 + λn), |A| = |C−T ||C−1|, |B| = |C−T ||C−1|λ1 · · ·λn,

(b) 证明: 若

M =

[
A B

BT D

]

是正定矩阵. 证明 |M | ≤ |A||D|,等号成立当且仅当 B = 0.
解 |M | = |A||D −BTA−1B|并利用 (a)的结论.

(c) 证明：如果 C = (cij)是 n级实矩阵,则

|C| ≤
n∏

j=1

√√√√ n∑
i=1

c2ij

这说明,欧氏空间中,n个向量张成的超多面体的体积不超过这 n个向量的长度乘积.
解将 (b)的结论推广到任意多个对角块;考虑 C 非奇异，则 CTC 正定,对其使用推广的 (b)中结论.

4. (正定矩阵的平方根分解)证明: 对于正定矩阵 A,存在唯一的正定矩阵 C,使得 A = C2.
解存在性通过对 A正交对角化易得. 唯一性,假设

C1 = TT
1 diag{λ1, · · · , λn}T1

C2 = TT
2 diag{µ1, · · · , µn}T2

由于 C2
1 = C2

2 , 这两个对角阵相似, 所以 µi = λi. (可能有 T1 ̸= T2), 由于 TT
1 diag{λ2

1, · · · , λ2
n}T1 =

TT
2 diag{λ2

1, · · · , λ2
n}T2,所以 T2T

T
1 diag{λ2

1, · · · , λ2
n}T1 = diag{λ2

1, · · · , λ2
n}T2T

T
1 , T2T

T
1 块对角,故有

T2T
T
1 diag{λ1, · · · , λn}T1 = diag{λ1, · · · , λn}T2T

T
1

证毕.
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5.5 二次型和矩阵合同

5. (极坐标分解)证明任意实可逆矩阵 A,可以被唯一分解为

A = TS1 = S2T,

其中 T 为正交矩阵, S1, S2 为正定矩阵.
解存在性:A = A(ATA)−

1
2 (ATA)

1
2 ,其中 A(ATA)−

1
2 为正交阵,唯一性:由 ATA平方根的唯一性

6. (SVD分解)
(a) 证明任意的实可逆矩阵 A,都存在正交矩阵 T1, T2,使得

A = T1diag{λ1, · · · , λn}T2,

其中 λi 是 ATA特征值的平方根. 这个分解具有唯一性么?
解 A = A(ATA)−

1
2 (ATA)

1
2 ,再对 (ATA)

1
2 做谱分解即可. 考虑 A正定时, A的正交对角化是 SVD分

解，正交对角化的特征向量的选择不唯一，故 SVD也不唯一.

(b) A不可逆的时候呢?
解同理考虑 ATA的谱分解，并做矩阵分块[

V T
1

V T
2

]
ATA

[
V1 V2

]
=

[
D 0

0 0

]
所以 V T

2 ATAV2 = 0, 注意到 tr(V T
2 ATAV2) = ||AV2||F = 0, 所以 AV2 = 0. 取 U1 = MV1D

− 1
2 ,

UT
1 U = D− 1

2V T
1 MTMV1D

− 1
2 = D− 1

2DD− 1
2 = I ,且 U1D

1
2V T

1 = MV1V
T
1 = M(I − V2V

T
2 ) = M . 所

以将 U1 扩充为一组基,得到对应的 U2,有

M = U1D
1
2V T

1 =
[
U1 U2

] [D 1
2 0

0 0

][
V T
1

V T
2

]
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