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证明 n 阶实对称矩阵 A 半正定的充分必要条件是 A 的所有主子式非负

引理 n 阶实对称矩阵 A 半正定的充分必要条件是

A ≃


d1

. . .
dn

 , di ≥ 0.

其中 ≃ 表示矩阵合同.

Proof. 充分性, 若

A = PT


d1

. . .
dn

P, di ≥ 0,

故对于任意的 x, xTAx ≥ 0. 必要性, A 实对称，所以可以正交对角化, 由于半正定性, 所以特征值非负 (否则取
x 为负特征值对应的特征向量, xTAx < 0), 故 A 合同于对角元非负的对角矩阵.

Remark. 由引理易知，半正定矩阵行列式非负.

必要性证明 对于 A 的某一 k 阶子矩阵 A1, 由 A 的 i1, i2, · · · , ik 行和列组成. 取 x = (x1, x2, · · · , xn)
T , 对于

j = 1, · · · , n,

xj =

ys, if j = is,

0, otherwise.

其中 y = (y1, y2, · · · , yk)T 为任意的 k 维向量. 由 A 的半正定型，易得子矩阵 A1 的半正定性，即

0 ≤ xTAx = yTA1y.

由 A1 的半正定性，所以其行列式非负.

充分性证明一 注意到

|λI +A| = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0

其中 ai 恰为 A 的所有 (n − i) 阶主子式之和. 由于 ai ≥ 0, 上述多项式的根小于等于 0, 故 A 的特征值大于等

于 0，故 A 半正定.
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充分性证明二 仿照课本中关于实对称矩阵正定的充要条件是所有顺序主子式大于零的证明 (P208-209), 对维
数 n 归纳. n = 1, 显然成立，假设 n = k 成立，当 n = k + 1 时, 根据 a11 的符号, 分为以下两种情形,

1. 若 a11 = 0, 取 A 行列为 1, j 的主子式, 其中 2 ≤ j ≤ k + 1, 由其非负, 可得 a1j = aj1 = 0,

A =

[
0 0T

0 A22

]

对于子块 A22 使用归纳假设, 可知 A22 半正定, 所以 A 半正定.

2. 若 a11 > 0,

A =

[
a11 αT

α A22

]
≃

[
1 0

− 1
a11

α Ik

][
a11 αT

α A22

][
1 − 1

a11
αT

0 Ik

]
=

[
a11 0T

0 A22 − 1
a11

ααT

]

记 B = A22 − 1
a11

ααT , 注意到 B 的 i1, i2, · · · , ik 主子式 B̂ 和 A 的 1, i1 + 1, i2 + 1, · · · , ik + 1 主子式 Â

的关系, 相差一个因子 a11. 具体来说，

Â =

∣∣∣∣∣ a11 βT

β Â22

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ a11 0T

0 Â22 − 1
a11

ββT

∣∣∣∣∣ = a11B̂

故由 Â ≥ 0, 可得 B̂ ≥ 0. 即 B 的任意主子式非负, 所以可以对 B 使用归纳假设, 进而说明 A 半正定.
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