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8.4

• 商空间

• dim (V /W ) = dimV − dimW

例题

1. 设 U,W 都是域 F 上线性空间 V 的子空间, 证明 (U +W )/W ∼= U/(U ∩W )

2. 设 V 是域 F 上的一个 n 维线性空间, (n ≥ 3). U 是 V 的一个 2 维子空间，用 Ω1 表示 V 中包含 U 的所
有 n− 1 维子空间组成的集合，用 Ω2 表示商空间 V /U 的所有 n− 3 维子空间组成的集合，令

σ : Ω1 −→ Ω2

W −→ W/U.

证明: σ 是双射.

9.1-4

• 线性映射，线性变换，线性函数

• 线性映射的核与像：

1. dim (KerA) + dim (ImA) = dimV

2. 有限维线性变换，单等价于满

• 线性映射的矩阵表示:

1. Hom(V, V ′) ∼= Ms×n(F )

2. 相似矩阵 ⇐⇒ 线性变换在不同基下的表示

• 线性映射的行列式，秩，迹，特征值，特征向量等
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例题

1. (Frobenius秩不等式)设 V,U,W,M 都是域 F上的线性空间,并且 V,U 都是有限维的,设A ∈ Hom(V,U), B ∈
Hom(U,W ), C ∈ Hom(W,M). 证明，

rank(CBA) ≥ rank(CB) + rank(BA)− rank(B).

2. (幂零矩阵的矩阵表示)设 V是域 F 上的 n维线性空间，A是 V上的一个线性变换. 如果 An−1 ̸= 0, An =

0, 那么在 V 中存在一个基，使得 A 在此基下的矩阵为
0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... · · · 1

0 0 0 · · · 0



3. 设 V 和 V ′ 分别是域 F 上 n 维，s 维线性空间，A 是 V 到 V ′ 的一个线性映射，证明存在 V 的一个基和

V ′ 的一个基，使得 A 在这对基下的矩阵为, [
Ir 0

0 0

]

其中 r = rank(A).

4. (两两正交的幂等变换的充要条件) 设 Ai ∈ Mn(K), i = 1, 2, · · · , s, 其中 K 是数域. 令 A = A1 + A2 +

· · ·+As.

(1) 证明: 如果
rank(A) = rank(A1) + rank(A2) · · ·+ rank(As),

那么

AMn(K) = A1Mn(K)⊕A2Mn(K)⊕ · · · ⊕AsMn(K).
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(2) 证明: A1, A2, · · · , An 是两两正交的幂等矩阵, 当且仅当 A 是幂等矩阵，并且

rank(A) = rank(A1) + rank(A2) · · ·+ rank(As).

5. (对角化和数域相关) 设 f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 是有理数域 Q 上的一个不可约多项式，

n > 1，ω 是 f(x) 的一个复根. 把 C 看成是 Q 上的线性空间，令

B : Q[x] −→ C

g(x) −→ g(ω).

(1) B 是不是一线性映射？若是，给出 ImB 的一个基和维数;

(2) 令 A(z) = ωz, ∀z ∈ ImB, A 是不是 ImB 上的线性变换？如果是，求 A 在 (1) 中基下的矩阵 A；

(3) A 是否可以对角化?

(4) 把矩阵 A 看成是复数域上的矩阵，该矩阵可以对角化么?
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