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通向 Jordan 标准型的两条路

(1) λ 矩阵

不变因子，行列式因子，初等因子

(2) 不变子空间直和分解:

最小多项式，特征多项式

两条路的一点关联

• Jordan 标准型中 Jordan 块的最小多项式即是不变因子.

• n 级矩阵的最小多项式等于其最后一个不变因子 dn(λ), 特征多项式等于最后一个行列式因子 Dn(λ).

关于有理标准形的推广 若最小多项式无法在 F [x] 上分解为一次因子的幂次乘积?

不变子空间直和分解 Cj = A|Wj 是 nj 维线性空间 Wj 上的线性变换, 其最小多项式为 p
lj
j (λ), 其中 pj(λ) 是

不可约多项式.

(1) 若存在 α ∈ Wj 和正整数 t, 使得 α,Cjα, · · · , Ct−1
j α 线性无关，且 Ct

jα 可以由 α,Cjα, · · · , Ct−1
j α 线性表

出，则称 α,Cjα, · · · , Ct−1
j α 张成了由 α 生成的 Cj-循环子空间.

Wj 能分解为
1
r dim Ŵj 个 Cj-循环子空间的直和, 其中 r = deg p(λ), Ŵj = ker p(Cj).

(2) 证明 Wj 中存在一个基，使得 Cj 在此基下的矩阵为有理块组成的块对角矩阵, 每个有理块级数是 r 的倍

数，且不超过 rlj , 有理块的总数为 1
r (nj − rank pj(Cj)). rt 级有理块的个数 N(rt) 为，

N(rt) =
1

r

(
rank pt−1(Cj) + rank pt+1(Cj)− 2rank pt(Cj).

)
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λ-矩阵

(1) A(λ) 的每个次数大于零的不变因子在 F [x] 上做不可约分解，所有这些不可约多项式的方幂 (相同的按照
出现的次数计算) 称为 A(λ) 的初等因子.

(2) 由有理块组成的块对角矩阵的初等因子由它全部有理块的初等因子组成，于是矩阵的有理标准型由它的初
等因子唯一确定 (除去有理块的排列次序).

(3) 设域 E 包含域 F , 域 F 上的两矩阵相似当且仅当把他们当成 E 上的矩阵相似.

例题 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换, 且 A 的最小多项式在 F [λ] 中的不可约分解为

m(λ) = (λ− λ1)
l1(λ− λ2)

l2 · · · (λ− λs)
ls

(1) 令 Vi = {α ∈ V | ∃r > 0, (λiI−A)rα = 0}, i = 1, 2, · · · , s.说明 Vi 是 A不变的，且 V = V1⊕V2⊕· · ·⊕Vs

(2) a. 证明: A 的 Jordan 标准型中主对角元为 λi 的 Jordan 块的个数为 dimV − rank(A − λjI). 其中
Jt(λj) 的个数为 rank(A− λjI)

t+1 + rank(A− λjI)
t−1 − rank(A− λjI)

t.

b. 证明:A 可对角化，当且仅当

rank(λiI −A)2 = rank(λiI −A), i = 1, · · · , s.

(3) 如果 ∀i, λi = 1, 证明 A 和 Ak (k ≥ 1) 相似
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(4) 如果 l1 + l2 + · · · ls = dimV , 说明 A 的 Jordan 标准型中各个 Jordan 块主对角元互不相同.

Jordan 标准型的应用

1. 计算矩阵多项式

2. 计算矩阵幂级数，特别是指数函数

eA =

∞∑
i=0

Ai

i!

及其在求解 ODE 中的应用.

(a) 齐次一阶线性常系数常微分方程组 
dx
dt = Ax,

x(0) = x0.

的唯一解为 x(t) = eAtx0. 例如求解

dx
dt =


2 1 4

0 2 0

0 3 1

x

的通解.

(b) 齐次高阶线性常系数常微分方程

x(n) + an−1x
(n−1) + · · ·+ a1x

(1) + a0x = 0

x(0) = x0

x(1)(0) = x
(1)
0

...

x(n−1)(0) = x
(n−1)
0

其中 x(i)(t) = dix
dti (t). 可以转化为方程组情形. 例如求解 x(3) − 3x(2) − 6x(1) + 8x = 0 的通解.
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2. 计算矩阵平方根

(1) 设 a 是域 F 中的非零元, 求 Jr(a)
2 的标准型.

(2) 任意的可逆复矩阵都有平方根.

(3)

A =


−2 1 0

−4 2 0

−2 1 1


是否有平方根，若有给出一个.

(4) 证明：不可逆的复矩阵有平方根，当且仅当其标准型中主对角元为 0 的 Jordan 块或是 J1(0), 或是
Jr(0), Jr(0) 成对出现，或是 Jr(0), Jr+1(0) 成对出现.
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