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命题 7.6.2(矩阵理论苏育才等) 设 n 阶方阵 A 的最小多项式为

m(λ) = (λ− λ1)
k1(λ− λ2)

k2 · · · (λ− λs)
ks ,

则

g(λ) =

s∑
i=1

mi(λ)
(
ai0 + ai1(λ− λi) + ai2(λ− λi)

2 + · · · aiki
(λ− λi)

ki−1
)

满足如下 Hermite 插值条件

g(j)(λi) = f (j)(λi), i = 1, · · · , s, j = 0, · · · , ki − 1,

其中

mi(λ) = m(λ)/(λ− λi)
ki ,

aij =
1

j!

(
f(λ)

mi(λ)

)(j) ∣∣∣∣
λ=λi

.

证明 只需验证插值条件即可. 注意到, 当 j ≤ ki − 1 时,

g(j)(λ)

∣∣∣∣
λ=λi

=
[
mi(λ)

(
ai0 + ai1(λ− λi) + ai2(λ− λi)

2 + · · · aiki
(λ− λi)

ki−1
)](j) ∣∣∣∣

λ=λi

只需验证上式等于 f (j)(λi) 即可.
对 j 进行数学归纳. 当 j = 0 时，易见成立. 当 j = 1 时,

g(1)(λi) = mi(λi)
(1)ai0 +mi(λi)ai1

=

(
mi(λ)

(1) f(λ)

mi(λ)
+mi(λ)

(
f(λ)

mi(λ)

)(1)
)∣∣∣∣∣

λ=λi

= f(λi)
(1).

假设 j < k 时成立, 其中 k ≤ ki − 1. 当 j = k 时

g(j)(λi) =

j∑
p=0

Cp
jmi(λi)

(p)(j − p)!ai(j−p)

=

(
j∑

p=0

Cp
jmi(λ)

(p)

(
f(λ)

mi(λ)

)(j−p)
)∣∣∣∣∣

λ=λi

= f(λi)
(j).
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证毕.

考试试题

1. 设 V1 和 V2 是数域 K 上的线性空间，维数分别为 m,n, 试通过 V1 和 V2 构造 K 上的线性空间 W1 和

W2, 使得他们的维数分别为 m+ n 和 mn.

2. 设 A 为实方阵，

(1) 证明存在正交矩阵 T 使得 T−1AT 为分块上三角矩阵，且其主对角线上的块 Aii 为 1 阶或 2 阶实方
阵.

(2) 设 A 的复特征值为 λ1, λ2, · · · , λn, 证明

tr(AAT ) ≥ |λ1|2 + |λ2|2 + · · ·+ |λm|2,

且等号成立当且仅当 AAT = ATA.

参考做法

1. W1 = V1 ⊕ V2(外直和), W2 = V1 ⊗ V2(张量积).

2. (1) 对维数归纳. 一阶或二阶显然成立, n 阶时如果有特征值, 则可以将特征向量扩充为标准正交基, 将问
题归纳为 n−1阶. 如果没有特征值, 可以找到二维不变子空间，同样的方式，将问题归纳为 n−2阶.

(2) 使用复 Schur 分解

tr(AAT ) = tr(AAH)

= tr(URUHURHUH)

= tr(RRH)

=
∑
i≤j

|rij |2

≥
∑
i

|rii|2 =
∑
i

|λi|2

等号成立当且仅当
∑

i<j |rij |2 = 0, 即 A 可酉对角化, 等价于 AAH = AHA, 即正规矩阵, 证毕.

2


