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约定这里所提及的线性空间均是域 F 上的有限维线性空间.

1 线性空间的张量积

Definition 1. 对于线性空间 U, V , 若存在线性空间 T 和双线性映射 ⊗ : U × V → T , 满足:

∗ 对于任一线性空间 W , 以及双线性映射 f : U × V → W , 都存在唯一的线性映射 F : T → W , 使得
f = F ◦ ⊗,

则称二元组 (T,⊗) 是 U, V 的张量积.

Remark. 说明 U, V 的张量积在同构的意义下是唯一的, 即若 (T1,⊗1), (T2,⊗2) 均为 U, V 的张量积, 则 T1 和

T2 同构. 所以我们用 U ⊗ V 表示 U, V 的张量积, 这里省略了双线性映射 ⊗.

Remark. 说明 U, V 的张量积是存在的. 取 T 为 U, V 上的双线性函数空间, 即 T = L(U∗, V ∗;F ).

Remark. 证明上述性质 ∗ 等价于
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∗1 T = span(Im⊗)

∗2 对于任一线性空间 W , 以及双线性映射 f : U × V → W , 都存在线性映射 F : T → W , 使得 f = F ◦ ⊗,

Remark. Im⊗ 是 T 的子空间么？若是给出证明，若不是举出反例.

Remark. 证明 U ⊗ V 和 V ⊗ U 同构.

2 多个线性空间的张量积

Definition 2. 对于线性空间 Ui(i = 1, · · · , N), 若存在线性空间 T 和 N 重线性映射 ⊗ : U1 × · · · × UN → T ,
满足:

∗ 对于任一线性空间 W , 以及 N 重线性映射 f : U1 × · · · × UN → W , 都存在唯一的线性映射 F : T → W ,
使得 f = F ◦ ⊗,

则称二元组 (T,⊗) 是 Ui(i = 1, · · · , N) 的张量积.

Remark. 这里的存在唯一性，和上一节 N = 2 的情形说明方式相同.
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Remark. 证明 U1 ⊗ U2 ⊗ U3 和 (U1 ⊗ U2)⊗ U3 同构. 其中 U1, U2, U3 是三个线性空间.

3 线性变换的张量积

Definition 3. 对于线性空间 U, V , 设 A,B 分别是 U, V 上的线性变换, 则存在唯一的 U ⊗ V 上的线性变换,
记为 A⊗B, 使得

(A⊗B)(α⊗ β) = Aα⊗Bβ, ∀α ∈ V, β ∈ U. (3.1)

称 A⊗B 为 A,B 的张量积.

Remark. 证明满足(3.1)的线性映射是存在唯一的.

Remark. 若 A1, A2 是 U 上的线性变换, B1, B2 是 V 上的线性变换, 说明 (A1⊗B1)(A2⊗B2) = A1A2⊗B1B2

Remark. 说明 Im (A⊗B) = ImA⊗ ImB, rank(A⊗B) = (rankA)(rankB)
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Remark. 证明 (A⊗B)Φ1⊗Φ2 = AΦ1 ⊗BΦ2 , 其中 Φ1 = {α1, · · ·αn}, Φ2 = {β1, · · ·βm} 分别是 U, V 的一组基.
AΦ1 , BΦ2 分别是 A,B 在基 Ψ1,Ψ2 下的矩阵, AΦ1 ⊗BΦ2 中的 ⊗ 表示矩阵的 Kronecker 乘积.

Remark. 设 A,B 分别是域 F 上的 n,m 级矩阵，证明 A⊗B 和 B ⊗A 相似.
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